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1. Projektivni rovina a jeji clenéni

Zakladnimi prvky v rovinné geometrii jsou bod a pfimka. Rovina obsahuje nekone&né mnoho bodi a

nekonec¢né mnoho piimek.

Zamérime-li se pouze na body roviny, jevi se Zamérime-li se pouze na piimky roviny, jevi se

rovina jako bodové pole. rovina jako primkové pole.
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Chceme-li v roviné popsat rovinné titvary, musime tyto dva jednostranné pohledy sjednotit.
Toho miiZeme dosahnout tim, Ze bud’ pfemistime piimku do bodového pole, nebo bod do piimkového

pole.

Primka v bodovém poli je slozena Bod v pfimkovém poli vznika jako priise¢ik

z nekone¢né mnoha na ni leZicich bod. nekonecné mnoha piimek, které jim prochazeji.

Jevi se jako bodova fada. Jevi se jako svazek primek.




Dvé riizné primky (bodové fady) gia g, Dva riizné body (svazky piimek) G; a G,
v daném bodovém poli urcuji pravé jeden v daném pifmkovém poli urcuji pravé jednu
bod: priise¢ik A. (g1 N g, = A) piimku: spojnici a. (G; N G, = a)

Predtim, nez budeme zkoumat, jak jsou bodové a ptimkova pole nékolika prvky (body, popr.

piimkami) ¢lenéna, vyslovime bez diikazu nasledujici véty:

Véta 1A: Dva body A, B rozdéluji spojnici AB Véta 1a: Dvé primky a, b déli prisecik ab

jako bodovou Fadu na dvé ¢asti: tseky I a Il jako svazek pfimek na dvé ¢asti: uhly I a IL.
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Véta 2A: Dvé piimky a, b rozdéluji rovinu jako Véta 2a: Dva body A, B rozdéluji rovinu jako

bodové pole na dvé riizné bodové oblasti I a II. pfimkové pole na dvé riizné pfimkové oblasti I

all.




Clenéni roviny tiemi prvky:

1. Pfidame-li tfeti pfimku (bodovou Fadu),
kterd nendleZi jiz danému svazku piimek do
bodového pole, rozdéli tyto tii pfimky (bodové
fady) projektivni rovinu na ¢tyf¥i tfistranné

oblasti.
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2. Pfidame-li do primkového pole ti‘eti bod, ktery nenélezi bodové Fadé AB, je projektivni rovina

vz

rozdélena na Ctyfi tritihlové oblasti.

Véta 3A: Tri rlizné piimKky a, b, c (alespori jedna Véta 3a: Tti riizné body A4, B, C (neleZici na
z nich s ostatnimi netvo¥{ svazek primek) jedné primce, bodové radé)
rozdé€luji rovinu jako bodové pole na ¢tyfi rozdéluji rovinu jako piimkové pole na ¢tyti

tristranné oblasti. triahlové oblasti.




V projektivni geometrii protikladnost dvou zakladnich prvké bodu a ptimky oznacujeme jako dualitu.
V prostoru se zabyvame ti‘emi zdkladnimi prvky bodem, pfimkou a rovinou. Zde mame protikladné

prvky a ttvary oznacené jako "polarni".



2. Cviceni

2.1 Clenéni roviny ¢tyimi prvky

a) Ctyrmi primkami

4 Dreiseile
3 Vierseite

3 Vierecke

4 Dretecke




2.2 Clenéni roviny ve zvlastnich piipadech (s nekoneéné vzdalenymi
prvky)

2.3 Clenéni roviny péti prvky

a) péti primkami




b) péti body

1 mozZnost 5 moznosti 5 mozZnosti

3. Oblouk
3.1 Uvod

Putujeme-li bodem po oblouku, vhimdme zménu dynamiky tohoto pohybu nejvice v mistech zakfiveni
oblouku. V extrému se oblouk mtize narovnat do pfimky (nulové zak¥iveni) nebo zak¥ivit do bodu
(nekonecné zakfiveni). Putujeme-li po pfimce, stava se nas pohyb posunutim. Putujeme-li po oblouku,

posouvame se a otacime se u toho. Body oblouku udavaji prochazejici mista, te¢ny ménici se sméry.

Ktery proces je dudlni k tomuto ,,ohybani“ v pfimkovém poli? Abychom nasli analogii k zak¥ivovani,
uvazujme nad tim, co oblouk odliSuje od ptimky. Zjevné jiZ neleZi Zadné t¥i body na jedné a té samé
primce. Timto zpsobem nyni musime proménit thel tak, aby Zadné tii pfimky jiz neprochazely

jednim bodem. Uhel je rozpustén do obalky oblouku: pfimky obaluji jako te¢ny jednoduchy oblouk.



Vidime, Ze u téchto dudlnich procesi ,ohybani“ a ,rozpousténi“ prichazime k podobnému tvaru.
Rozpustény thel urcuje jako obalka oblouk. Na kazdé pfimce tohoto obalkového oblouku lezi pravé

jeden bod oblouku.

MizZeme tedy pohliZet na oblouk jako na bodovy i pfimkovy Gtvar, pfi¢emz zadny zptisob nenf lep3i

nez ten druhy.



3.2 Clenéni projektivni roviny obloukem
Pozorujeme-li oblouk, miiZeme si v§imnout, Ze v projektivni roviné existuji body, kterymi prochazi
primka obalky (coZ je te¢na k oblouku), a existuji také body, kterymi neprochazi pfimka Zadna.

Dochazime k tomu, Ze obloukem je bodové pole ¢lenéno na rtizné bodové oblasti.
Z kazdého bodu bodového pole Ize vést k oblouku:

V oblasti (2) pravé dvé tecny,

V oblasti (1)pravé jednu tecnu,

V oblasti (0°) zadnou tec¢nu.

Hranice oblasti (mnozZiny bodi) jsou utvareny koncovymi te¢nami.

Dualné je piimkové pole obloukem ¢lenéno na tii pfimkové oblasti:

Oblast (2") sestava ze vSech primek, které obloukem prochézeji pravé ve dvou bodech.
Oblast (1') sestava ze vSech primek, které obloukem prochéazeji pravé v jednom bodu.
Oblast (0") sestava ze vSech piimek, které obloukem neprochazeji.

Hranice oblasti jsou tvoreny koncovymi oblastmi oblouku a obloukem jako mnoZina piimek.



Podivejme se jeSté na jiny oblouk, tento je uzavieny a nazyva se oval.
Oval rozdéluje projektivni rovinu jako bodové pole na dvé oblasti:
(0°) = ,uvniti“a (2) =,z vnéjsku“.

Primkové pole rozdéluje oval také na dvé oblasti:

(0’) = ,uvniti“a (2’) =,z vnéjsku*.
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4. Krivky!

4.1 Predmluva
Pod kiivkou se rozumi uzavieny, také se do sebe vracejici oblouk (ktery také miize byt uzaviteny pres

nekonecno).

V predchozi kapitole jsme poznali jako jednoduchou kfivku vejcovity oblouk - oval. Ten ma s
primkami pfimkového pole spole¢né nanejvyse dva body a posila body bodového pole nanejvyse dvé

te¢ny. Znamymi priklady pro takovéto kiivky jsou kuzelosecky.

4.2 Singularity krivek
Kfivka je mnoZina bodi urcité vlastnosti.2 Tyto body jsou bud'to ty, kterymi je mozno k dané kfivce
vést pravé jednu tecnu - regularni body kiivky. Ostatni body tvorici kiivky nazyvame singularnimi

body - singularity.

Nékolik prikladl pro kiivky se singularitami:3

' Nezabyvame se zde velmi zajimavym tématem dualizace kiivek, bude obsahem dalsiho dilu.
? Toto vymezeni pojmu kiivka je matematicky nekorektni. V moderni diferencialni geometrii je pojem kfivky zobecnén

v souvislosti s pojmem variety.
* Po prostudovéni této kapitoly ur¢ete u v3ech kiivek typy singularnich bod, které obsahuji.




Podivejme se nyni na regularni a singularni body krivek detailnéji.

Po celé krivce budeme putovat a budeme si
vSimat nékolika aspektli. Zamérime se na bod P
ana tecnu p, kterd je vedena k dané ktivce

v bodé P.

Kdybychom putovali z bodu X; do bodu X, a
béhem cesty bychom si v§imali smér otoc¢eni
spojnic d; = X;P, zjistili bychom, Ze smér
otoceni se béhem celé cesty nezménil.

Dale bychom se mohli zamérit na tecny (x;),
které béhem cestovani po krivce vedeme ke
krivce z bodi X;. VSechny tyto te¢ny protinaji
teCnu p v bodech D;. Pozorujeme-li smér
posunuti bodl D;, vidime, Ze se smér posunuti
béhem celé cesty nezménil.

MiiZeme tedy Fict, Ze v bodé P s te¢nou p se
smér otoCeni a smér posunuti nezménil. Bod P

je proto regularnim bodem dané krivky.

Nyni zkusime putovat po krivce, ktera obsahuje
bod P, ktery vidite na obrazku vlevo.

Lehce miiZeme pozorovat, Ze smér otoceni se

v bodé P neméni. Méni se ale smér posunuti.
Bod P je zvlastnim bodem dané krivKy, je to

singularni bod.

Singularni bod, ve kterém se méni smér
posunuti a smér otoceni je zachovan, nazyvame
trn. V odborné literatuie se miiZeme setkat

s pojmem bod vratu.




Podivejme se na dalsi zajimavy singularni bod.
V tomto pripadé se pri putovani kiivkou v bodé
P méni smér otoceni, smér posunuti je
zachovan. Za téchto okolnosti singularni bod P
nazyvame misto obratu. V matematické analyze

jej nazyvame inflexni bod.

Velmi zajimavy je pripad, kdy se v bodé P méni
jak smér otoceni, tak smér posunuti. Tento

singularni bod pojmenujeme jako zobak.



4.3 Clenéni roviny kiivkou

Ukol: Prozkoumejte danou k¥ivku podle toho, jak rozélefiuje rovinu jako bodové a primkové pole.

1. Priklad

a) ¢lenéni roviny jako bodové pole (z bodového hlediska):

LT

II: 3

II: 5

IV:3

V:1

Je to krivka 5. tridy.

b) Clenéni roviny jako piimkové pole (z primkového hlediska):
Existuji nasledujici oblasti: (0’), (2") a (4").

Je to kiivka 4. radu.

NaSe kiivka v prikladu je 4. fadu a 5. tiidy.



2. Priklad

Tato krivka je 4. fadu a 6. tridy

3. Priklad

Tyto kiivky jsou variantami kfivky 4. fadu a 4. tiidy




